Chapitre 12 : Limites et continuité
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

1 Limite d’une fonction en un point

Notation : R = R U {—o0; +o0}

1.1 Définition et premieres propriétés de la limite

,—[Déﬁnition 1.1 (voisinage d’un point)} |

Soit @ € R. Un voisinage de a est une partie de R qui contient un intervalle de la forme suivante :
e lorsque a € R, un intervalle de la forme [a —n;a + 7], avec n > 0;
e lorsque a = 400, un intervalle de la forme [R; +oo|, avec R € R;
e lorsque a = —oo, un intervalle de la forme |—oo; R], avec R € R.

\. J

Propriété vraie au voisinage d’un point : Soit a € R. On dit qu'une propriété portant sur les réels est vraie
au voisinage de a si elle est vraie sur au moins un voisinage de a, c’est-a-dire :

e lorsque a € R, si elle est vraie sur un intervalle de la forme [a — n;a + 7], avec n > 0;

e lorsque a = 400, si elle est vraie sur un intervalle de la forme [R;4o00[, avec R € R;

e lorsque a = —oo, si elle est vraie sur un intervalle de la forme |—oo; R], avec R € R.

Définition 1.2 (point adhérent a un intervalle)]

Soit I un intervalle non trivial (c’est-a-dire un intervalle non vide et non réduit a un point).
Un point adhérent & I est un point a € R qui appartient & I ou qui est I'une des deux extrémités
(éventuellement +o00 ou —o0) de I.

Remarque : Si a est un point adhérent a un intervalle I, alors I'intersection de I avec n’importe quel voisinage
de a est non vide.

,—[Déﬁnition 1.3 (limite finie ou infinie d’une fonction)} |

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit @ € R un point adhérent & I.
1. Soit £ € R. On dit que f(z) — £ lorsque : Ve > 0, | f(z) — ¢| < € au voisinage de a.
r—ra
Autrement dit :
esiaeR: f(z) —( &
T—ra

esia=+400: f(z) — (&

r— 400

esia=—-c0: f(z) — (&

T—>—00
2. On dit que f(x) — +o0 lorsque : VA € R, f(z) > A au voisinage de a.
Tr—ra
Autrement dit :
esiaeR: f(r) — +0 &
rT—ra

esia=+400: f(z) — +oo0 &

r——+00

esia=—o00: f(z) — 40 &
T—>—00

3. On dit que f(x) — —oo lorsque : VA € R, f(z) < A au voisinage de a.
Tr—ra
Autrement dit :
esiaeR: f(zr) — —0 &
T—a

esia=+400: f(z) — —0 &
r—+o0

esia=—00: f(z) — —o0 &
T——00
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

Remarque : Powr /e R : f(z) — (¢ & f(x) —¢ — 0 & |f(z) — 4 — 0.
T—ra r—a

r—a

Exemple 1.4 : Compléter les graphiques suivants en stipulant de quelle type de limite il s’agit.
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,—(Théoréme 1.5 (caractérisation séquentielle de la limite)J N
Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, soit a € R un point adhérent & I, et
soit £ € R.
N
f(z) - { & <V(xn) el z, W @ = f(zn) e £)

Remarque : Cette caractérisation permet de démontrer la plus part des résultats ci-dessous en utilisant les
propriétés déja démontrées pour les suites.

Proposition 1.6 (unicité de la limite)}

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit a € R un point adhérent & I.
S’il existe £ et ¢/ € R tels que f(z) — et f(x) — ¢, alors £ = {'.
r—a r—a

Notation : On peut donc parler de la limite de f en a (lorsque celle-ci existe), notée lim f(x) ou lim f.
Tr—ra a

Non existence d’une limite : Pour montrer que f n’a pas de limite en a, il suffit de trouver deux suites (x,,)
et (yn) qui tendent vers a et telles que les suites ( f (xn)) et ( f (yn)) n’ont pas la méme limite.

Exemple 1.7 : Montrer que la fonction cos n’admet pas de limite en +oo.

,—[Proposition 1.8 (limite en un point ou la fonction est déﬁnie)} \

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit a € I.
Si f posséde une limite en a, alors celle-ci est finie et est égale a f(a).

\. J

,—[Proposition 1.9 (limite finie en a = bornée au voisinage de a)] N

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit @ € R un point adhérent & I.
Si f possede une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

1.2 Limites a droite et a gauche

,—[Déﬁnition 1.10 (limite & droite, limite & gauche)] |

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle non trivial I, soit @ € R un point adhérent a I, et
soit £ € R.
1. On suppose que f est définie & droite de a, c’est-a-dire que I N]a;+oo| # 0.
On dit alors que f(z) —3 ¢ ou f(z) — ¢ lorsque la restriction de f & I N ]a;+oo[ a pour
r—ra

Tr>a
limite ¢ en a. Autrement dit :

e sileR: f(x) —>+€<:>
Tr—a
o sil=+400: f(z) — +00 &
z—at
o sil=—o0: f(x) — —00 &

2. On suppose que f est définie & gauche de a, c’est-a-dire que I N|—o0;a[ # 0.
On dit alors que f(z) e ¢ ou f(x) — £ lorsque la restriction de f & I N]—o0;al a pour
r<a T—a—
limite £ en a. Autrement dit :
esiteR: f(x) — (&
r—a—
o sil=+4o00: f(z) — +o0 &

r—a—
esil=—o00: f(z) — —0 &
r—a—

J

\.

Notation : On a aussi unicité des limites & droite et & gauche (lorsqu’elles existent), notées lim f(z), lim+ fx)
>a r—a

ou lim f pour la limite & droite, et lim f(x), lim f(z) ou lim f pour la limite & gauche.
@ 2200 e =

Exemple 1.11 : Les limites a droite et a gauche en
a peuvent étre différentes de la valeur que la fonction
prend en a. Ci-contre une représentation du graphe
d’une fonction f : [0,2] — R qui vérifie f(1) = 2 ainsi L
que : 3

|

lim f(z) =3 et lirgl+ flz)=1 |

z—1—

)
J

,—[Proposition 1.12 (caractérisation de la limite en un point intérieur)

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle T non trivial, soit a un point intérieur de I (ce qui
signifie qu’il existe un voisinage de a contenu dans I), et soit £ € R. On a ’équivalence :

fl@) — ¢
@) — 1t = fl) — ¢
fla)=1¢

Non existence d’une limite : En particulier, si la limite & gauche est différente de la limite & droite en a, alors
f n’a pas de limite en a. De méme si une des deux limites & droite ou & gauche est différente de f(a).
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

1.3 Limite épointée

,—[Déﬁnition 1.13 (limite épointée)] \

Soit I un intervalle non trivial, soit a € I, soit f une fonction réelle définie sur I\{a}, et soit ¢ € R.
On définit la propriété < f(z) —» £ > (ce que I'on note plus simplement f(z) — £ lorsqu’il n’y a pas
Tr—ra
r#a
d’ambiguité sur le fait que f n’est pas définie en a) de la maniere suivante :
1. lorsque £ €R : f(z) — { &
r#a
2. lorsque £ = +o00 : f(2) — +00 &
T#a
3. lorsque £ = —o0 : f(z) — —00 &

r—a

r#a

\. J

Notation : On a aussi unicité de la limite épointée (lorsqu’elle existe), notée lim f(z).
r#a

,—[Proposition 1.14 (caractérisation de la limite épointée en un point intérieur)

| —

Soit I un intervalle non trivial, soit a un point intérieur de I, soit f une fonction réelle définie sur
IN{a} (f est donc définie & la fois & gauche et & droite de a), et soit £ € R.

On a I’équivalence :
f(x) a:j‘*’ ¢
@ =8 < Y j@) S e

T—a

\. J

Remarque : Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, soit a € I et soit £ € R.
1. On a I'implication : f(z) — ¢ = f(z) —> ¢ (par restriction de f a I'\{a}).
r—ra

r#a
2. On a léquivalence : f(z) — (¢ & t#a
r—a
fla) =1

Exemple 1.15 : Soit f : R* — R telle que Vz € R*, f(z) = er?.
Déterminer les limites a droite et a gauche de f en 0 et montrer que f admet une limite épointée en 0.
1.4 Opérations sur les limites

Tous les résultats sur les opérations algébriques (4, —, X, <, combinaisons linéaires) de limites vus pour les suites
s’adaptent au cas des fonctions (également pour les limites & droite, & gauche et épointées).

,—[Théoréme 1.16 (composition de limites de fonctions)} \

Soient f et g deux fonctions réelles définies respectivement sur I et J, intervalles non triviaux, telles
que f(I) C J (de telle sorte que I'on puisse considérer la composée g o f).
Soient a € R un point adhérent a I, b € R un point adhérent a J, et £ € R.

I L7 S5 R
a b V4

Si f(x) — bet gly) — ¢, alors go f(x) — L.
T—a y—b

r—a
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

Exemple 1.17 : Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes puis étudier ses fonctions au voisinage

s s
tan (ffx) tan (ffx)
V27 N2

del: X t X
¢ Foe = @) R In(z)
1.5 Propriétés liées a ’ordre
,—[Théoréme 1.18 (stabilité des inégalités larges par passage a la limite)] N\

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I non trivial, et soit a € R un point
adhérent a I. On suppose que :

L Veel, f(z) <g(x);
2. f et g admettent des limites finies en a.

Alors ilg}l f(z) < ilg}l g(x).

\. J

Remarque : Comme pour les suites, les inégalités strictes ne sont pas nécessairement préservées par passage a

la limite. Par exemple : Vo € RY, = > 0 et wgrfoo = =0.

)

,—[Théoréme 1.19 (théorémes d’existence de limites par comparaison) ) N\

Soient f, g et h trois fonctions réelles définies sur un intervalle I non trivial, et soit a € R un point
adhérent a I.

1. Théoréme de convergence par encadrement (ou théoréme des gendarmes) :
On suppose que Vz € I, f(z) < g(z) < h(x).

Si les fonctions f et h admettent la méme limite finie £ en a, alors on a aussi g(z) — £.
T—ra

2. Théoreme de divergence par minoration :
On suppose que Vo € I, f(z) < g(z).
Si f(x) — 400, alors on a aussi g(z) — +o0.
r—ra r—ra

3. Théoreme de divergence par majoration :
On suppose que Vo € I, f(z) < g(z).

Si g(x) = =%, alors on a aussi f(x) — —00.

\. J

Remarque : Pour les deux théoréemes précédents, il suffit que les inégalités sur les fonctions soient vérifiées au
voisinage de a. De plus, toutes ces propriétés sont également vraies pour les limites a gauche, a droite et épointées.

,—[Théoréme 1.20 (théoréme de la limite monotone)] \

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle non vide de la forme ]a ; b, avec a et b € R.
Si f est monotone, alors elle admet des limites (finies ou infinies) en a et en b. Plus précisément :

1. On suppose que f est croissante.

(a) Si f est majorée alors f admet une limite finie en b. Sinon, f(x) - ~+00.
xr—r

(b) Si f est minorée alors f admet une limite finie en a. Sinon, f(z) — —oo.
r—a

2. On suppose que f est décroissante.

(a) Si f est majorée alors f admet une limite finie en a. Sinon, f(z) — +o0.
r—ra

(b) Si f est minorée alors f admet une limite finie en b. Sinon, f(z) — —o°
=
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

2 Continuité

2.1 Définition de la continuité et premieres propriétés

,—[Déﬁnition 2.1 (fonction continue)} \

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial.
e Soit a € I. On dit que f est continue en a lorsque f(xz) — f(a).
r—a

e On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.

Remarque : D’apres la proposition 1.8 : f est continue en a si et seulement si f admet une limite en a.
En effet cette limite, lorsqu’elle existe, est nécessairement finie et égale & f(a).

Continuité des fonctions usuelles :
Les fonctions suivantes sont continues sur leurs ensembles de définition :
e les fonctions polynomiales ;
les fonctions exponentielles et logarithmes ;
les fonctions puissances ;
les fonctions circulaires (cos, sin, tan) et circulaires réciproques (Arccos, Arcsin et Arctan);
les fonctions hyperboliques (ch et sh);
la fonction valeur absolue.
La fonction partie entiére n’est pas continue sur R (discontinuité en chaque entier k € Z).

Remarque : Pour une fonction f dont ’ensemble de définition D est une réunion d’intervalles (exemples : fonction
inverse, fonction tangente), dire que f est continue sur D signifie que les restrictions de f & chacun des intervalles
qui composent D sont continues.

,—[Théoréme 2.2 (caractérisation séquentielle de la continuité en un point)} N

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit a € I.

: N
f continue en a & (V(xn) el z, o, &= f(zn) e f(@)

2.2 Continuité a droite et a gauche

,—(Déﬁnition 2.3 (fonction continue & droite et a gauche)] N

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit a € I.

1. Lorsque f est définie & droite de a, on dit que f est continue & droite en a si f(x) — f(a).
r—a

2. Lorsque f est définie a gauche de a, on dit que f est continue & gauche en a si f(z) — f(a).
r—a~—

\. J

,—[Proposition 2.4 (caractérisation de la continuité par la continuité a gauche et a droite)]—

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial, et soit a un point intérieur de I.
La fonction f est continue en a si et seulement si f est continue & gauche et a droite en a.
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

Exemple 2.5 : Etudier la continuité de la fonction f
définie sur R ou :

2.3

,—[Proposition 2.6 (stabilité par les opérations algébriques)] N\

From cos(z) siz>=0
’ ch(z) siz<0

Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I non trivial, et soit a € I.
On suppose que f et g sont continues en a. Alors :

1. Pour tous A et € R, Af + ug est continue en a.

2. fg est continue en a.

1
3. Si g ne s’annule pas en a, alors les fonctions — et S sont bien définies au voisinage de a et elles

sont continues en a.

Remarque : Ces propriétés sont aussi valables pour la continuité & droite ou a gauche.

Conséquences : Soit I un intervalle non trivial.

1.
2.
3.

,—[Proposition 2.7 (stabilité par composition)w

L’ensemble % (I,R) des fonctions réelles continues sur I est stable par somme, produit et opposé.
L’ensemble € (I,R) est aussi stable par combinaison linéaire.

Le quotient de deux fonctions continues sur I est, lorsqu’il est bien défini (c’est-a~dire lorsque le dénominateur
ne s’annule pas sur I), une fonction continue sur I.

) A

Soient f et g deux fonctions réelles définies respectivement sur I et J, intervalles non triviaux, telles
que f(I) C J, et soit a € I.

1 Lo 4R

a

f(a)

Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

Conséquence : La composée de deux fonctions continues est continue.

Exemple 2.8 : Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = {

24

e m%pour;vséo
0 pour x =0

est continue.

Prolongement par continuité

Rappel : Soit f: D — R une fonction et soit a ¢ D.
Un prolongement de f sur D U {a} est une fonction f: D U {a} — R telle que Va € D, f(z) = f(z).

Sans précision supplémentaire, f(a) peut étre égal & n’importe quel réel.
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Chapitre 12 : Limites et continuité H. BRINGUIER

,—[Déﬁnition 2.9 (prolongement par continuité d’une fonction)} N\

Soit I un intervalle non trivial, soit a € I, et soit f une fonction réelle définie sur I'\{a}.

On appelle prolongement par continuité de f en a une fonction qui est un prolongement de f sur I et
qui est continue en a.

Lorsqu’une telle fonction existe, on dit que f est prolongeable par continuité en a.

\. J

Remarque : Dans le cas ou f est déja continue sur I\{a}, on parle aussi de <« prolongement par continuité sur
I >, car la fonction ainsi prolongée est continue sur I.

,—[Proposition 2.10 (condition d’existence d’un prolongement par continuité)} N\

Soit I un intervalle non trivial, soit a € I, et soit f une fonction réelle définie sur I'\{a}.
La fonction f est prolongeable par continuité en a si et seulement si %gl}l f(x) existe et est finie.
Dans ce cas, il existe un unique prolongement par continuité de f en a, qui est la fonction

f: I — R
N {f(x) siz#a

14 siz=a

ou £ = lim f(x).
r#a

\. J

Exemple 2.11 : Soit f : = — # définie sur R7.
Peut-on prolonger f par continuité en 07

Cas particulier : Lorsque f est définie & gauche et & droite de a (mais pas en a), f est prolongeable par continuité
en a si et seulement si les limites de f & droite et & gauche en a existent, sont finies et sont égales.

Exemple 2.12 : Soit g : z +— er définie sur R*.
Peut-on prolonger cette fonction par continuité en 07?

3 Continuité sur un intervalle : propriétés globales

3.1 Théoreme des valeurs intermédiaires et conséquences

Théoreme 3.1 (théoreme des valeurs intermédiaires)]

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle non trivial I, et soient a et b dans I tels que a < b.
On suppose que f est continue.
Alors pour tout réel yo compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a;b] tel que f(c) = yo.
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Application :  Recherche d’un zéro d’une fonction continue par dichotomie

Soit f une fonction continue sur un intervalle I qui change de signe (i.e. 3(a,b) € I?, a < b et f(a)f(b) <0).

On dit que x € I est un zéro de f lorsque f(x) = 0. L’algorithme suivant donne un encadrement de plus en plus
fin d’'un zéro de f.

1. Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que f admet un zéro dans [a,b].

2. On détermine le signe de f (%£2). Si f (2£2) et f(a) sont de signes contraires (i.e. (a v) f(a) < 0), on
recommence au point 1. en considérant le segment [a,%*b]. Sinon, ceux sont f (a;b) f(b) qui sont de
signes contraires, on recommence alors au point 1. en considérant le segment [“;‘b,b}.

M¢éthode de la dichotomie sous Python :

def dichotomie(f,a,b,eps)
while b-a > eps
m = (a+b)/2
if f(a)*f(m) <= 0
b =nm
else
a =m
return (a+b)/2

,—[Corollaire 3.2 (théoreme des valeurs intermédiaires pour une fonction strictement monotone)]—

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle non trivial I, et soient a et b dans I tels que a < b.
On suppose que f est continue et strictement monotone.
Alors pour tout réel yo compris entre f(a) et f(b), il existe un unique c € [a;b] tel que f(c) = yo.

\. J

,—[Corollaire 3.3 (image d’un intervalle par une fonction continue)} |

Soit f une fonction réelle définie et continue sur un intervalle I non trivial.
Alors f(I) est un intervalle de R.

\. J

)

Exemple 3.4 : Déterminer explicitement cos(R), ch(R) et tan (] -

vl 3

T
5%

3.2 Continuité et bijectivité

Théoréme 3.5 (théoreme de la bijection)}

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I non trivial.

On suppose que f est continue et strictement monotone.

Alors f réalise une bijection de I sur I'intervalle image f([I).

De plus, la bijection réciproque est continue et de méme monotonie que f.

3.3 Continuité sur un segment

Rappel : On appelle segment tout intervalle de R du type [a;b] avec a,b réels tels que a < b.

,—(Théoréme 3.6 (une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes)}—

Soient deux réels a et b tels que a < b, et soit f une fonction réelle définie sur le segment [a;b].

On suppose que f est continue.

Alors la fonction f est bornée et atteint ses bornes, c’est-a-dire qu’elle admet un minimum et un
maximum. Autrement dit, 3(a, 8) € [a;b])?, YV € [a;b], f(a) < f(z) < F(B).
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Exemple 3.7 : La fonction cos est continue sur R, donc cos([0,27]) = [—1,1] = [cos(r), cos(0)].

,—[Corollaire 3.8 (image d’un segment par une fonction continue)] N\

Soient deux réels a et b tels que a < b, et soit f une fonction réelle définie sur le segment [a ; b].
On suppose que f est continue.

Alors f([a;b]) est un segment ou un singleton. Plus précisément, f([a;b]) = n%inb] flx); rn[axb] f(x)].
TE|a; TE|a;

4 Extension des notions aux fonctions complexes

Soit f: I — C, avec I un intervalle non trivial. On peut définir de la méme maniere que pour les fonctions réelles :

1. la notion de limite finie en a € R point adhérent & I (la limite sera un nombre complexe).
Dans ce cadre, |f(z) — £| est un module (au lieu d’une valeur absolue), et |f(z) — ¢| < e s’interprete
géométriquement par < f(z) est dans le disque fermé de centre ¢ et de rayon € .

2. les notions de limites (finies) a gauche, a droite, épointées
3. les notions de continuité, de continuité a droite et a gauche, de prolongement par continuité

De méme que dans le cas des fonctions réelles, on a unicité de la limite, sous réserve d’existence.

,—[Théoréme 4.1 (caractérisation de la limite & ’aide des parties réelles et imaginaires))—

Soit f une fonction complexe définie sur un intervalle I non trivial, soit ¢ € R un point adhérent & I,
et soit £ € C. (@) 0
Re(f(x)) — Re(l
r—ra
el =i & { Im(f(2) —3 Im()
x a

,—[Corollaire 4.2 (caractérisation de la continuité & l’aide des parties réelles et imaginaires)]—

Soit f une fonction complexe définie sur un intervalle I non trivial.
1. Pour tout a € I, f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en a.

2. f est continue sur I si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues sur I.

\. J

Remarque : On a des caractérisations similaires pour :
e les limites & gauche, a droite, épointées;
e la continuité a gauche et a droite;
e les fonctions prolongeables par continuité.

Les propriétés suivantes restent vraies pour les fonctions complexes :
1. caractérisation séquentielle de la limite et de la continuité;
2. opérations algébriques sur les limites, et par conséquent propriétés de stabilité des fonctions continues par
ces opérations ;
3. composition de limites pour go f avec f: I - Ret g: J — C (avec I et J des intervalles non triviaux de R
tels que f(I) C J), et par conséquent g o f est continue si les fonctions f et g sont continues.

Théoréme 4.3 (continuité d’une fonction définie avec ’exponentielle complexe)]

Soit f une fonction complexe définie sur un intervalle I non trivial.
Si f est continue, alors la fonction composée expo f : I — C est continue.

Mise en garde : toutes les propriétés liées a I'ordre sur R n’ont pas lieu d’étre pour les fonctions complexes.
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